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Na cvičeńı jsme se seznámili s řešeńım soustav obyčejných diferenciálńıch rovnic.
Zaj́ımavým př́ıkladem, kde nelze vystačit s analytickým řešeńım a je třeba rovnice
řešit numericky, je dvojkyvadlo. To vznikne tak, že na matematické kyvadlo (to už
umı́me řešit) pověśıme ještě jedno. Pro jednoduchost bude mı́t stejně dlouhý závěs a
stejně hmotné závaž́ı.
Mı́sto jedné obyčejné diferenciálńı rovnice ψ̈+sinψ = 0 nyńı budeme mı́t dvě navzájem
neoddělitelně provázané

ü = −
2 sin(u− v)

[
v̇2 + u̇2 cos(u− v)

]
+ sin(u− 2v) + 3 sin u

3− cos 2(u− v) ,

v̈ =
2 sin(u− v)

(
2u̇2 + v̇2 cos(u− v) + 2 cosu

)
3− cos 2(u− v) .

Odvodit tyto rovnice se (na)uč́ıte v teoretické mechanice. Stejně jako dř́ıve u matem-
atického kyvadla, i zde pro jednoduchost ve všech rovnićıch uvažujeme bezrozměrný
čas τ = t

√
g/l a derivace podle něj. Pro kontrolu přesnosti výpočtu budeme ještě

potřebovat vzorec pro celkovou (bezrozměrnou) energii obou závaž́ı:

E = u̇2 + 1
2 v̇

2 + u̇v̇ cos(u− v)− 2 cosu− cos v.

u

v

Připomeňme se nejprve, že pohybovou rovnici pro jednoduché matematické kyvadlo φ̈+ sinφ = 0 jsme řešili kódem
from sc ipy . i n t e g r a t e import s o l v e i v p
import math

de f pohybovaRovniceKyvadla ( t ,U) :
phi = U[ 0 ]
omega = U[ 1 ]
re turn (omega , −math . s i n ( phi ) )

tF ina l = 30

Y0 = (3 , 0 ) # po č á t e čn ı́ v ý c h y l k a a r y c h l o s t

r e s e n i = s o l v e i v p ( pohybovaRovniceKyvadla , (0 , tF ina l ) , Y0 , r t o l =1e−9, a t o l=1e−9)

p r i n t ( ”V č ase t=” , tFina l , ” j e vý chylka kyvadla φ=” , r e s e n i . y [0 , −1 ] )

(Rozmyslete, proč je posledńı výraz reseni.y[0,-1]).
Snadno zkontrolujeme, že numerická metoda poměrně přesně zachovává energii

de f energ ieKyvadla (U) :
phi = U[ 0 ]
omega = U[ 1 ]
re turn 1/2∗omega∗∗2 − math . cos ( phi )

p r i n t ( energ ieKyvadla ( r e s e n i . y [ : , 0 ] ) )
p r i n t ( energ ieKyvadla ( r e s e n i . y [ : , −1 ] ) )

Změnou parametru rtol to lze zhoršit nebo i poněkud vylepšit (vyzkoušejte).
Kĺıčovou vlastnost́ı newtonovské mechaniky je schopnost předpovědět chováńı systému. Ukazuje se ale, že některé

systémy se tomu vzṕıraj́ı t́ım, že výsledný stav se naprosto změńı i při velmi malé změně počátečńıch podmı́nek. Klasickým
modelem takového systému je právě dvojkyvadlo.



Následuj́ıćı body popisuj́ı, jak máte dospět k funkci, která vrát́ı výchylky u, v v čase t > 0 pro dvojkyvadlo vypuštěné z
klidu s počátečńımi hodnotami u0, v0 ∈ (−π, π)) a poté znázornit chováńı dvojkyvadla v tomto oboru počátečńıch podmı́nek.

1. Napǐste funkci pohybovaRovnice2Kyvadla a vyzkoušejte, že vraćı správné hodnoty:

pr in t ( pohybovaRovnice2Kyvadla ( 1 , ( 2 , 3 , 4 , 5 ) ) )

(4 , 5 , 15 .554838780738537 , −22.00897102562641)

2. Napǐste funkci energie2Kyvadla a vyskoušejte, že vraćı rozumné hodnoty:

pr in t ( energie2Kyvadla ( ( 2 , 3 , 4 , 5 ) ) )

41.128332287057525

3. Napǐste funkci stav2KyvadlaVypustenehoZ(t,tu0,v0), která za použit́ı vhodného numerického řešeńı uvedené
soustavy diferenciálńıch rovnic nalezne výsledné u(t), v(t), u̇(t), v̇(t) v čase t > 0 pro dvoj-kyvadlo vypuštěné v t = 0 z
u0, v0. Ověřte, že vám pro parametry rtol=1e-12, atol=1e-12 u funkce scipy.integrate.solve ivp vyjde

( u00 , v00 ) = (1 , 2 )
tKonc = 10

zacatek = ( u00 , v00 , 0 , 0 )
konec = stav2KyvadlaVypustenehoZ ( tKonc , u00 , v00 )
p r i n t ( konec )
p r i n t ( energie2Kyvadla ( zacatek ) )
p r i n t ( energie2Kyvadla ( konec ) )

[ 1 .12203348 0.9537164 −0.72450775 −0.29773826]
−0.6644577751891372
−0.6644577751938292

4. Podobně, jako jsme to dělali pro newtonovské fraktály v komplexńı rovině na cvičeńı, pokryjte čtverec u0, v0 ∈
(−π, π)) spoustou bod̊u a vykreslete barvou (třeba za použit́ı palety Spectral známé z minulé domáćı úlohy), jakou hodnotu
bude mı́t úhel v(t = t1), kde t1 = 30. Protože výpočet bude poměrně náročný, zkuste zvětšit hodnoty atol, rtol na cca
10−4.

5. Jako řešeńı úlohy pošlete emailem odkaz na Jupyterový sešit (stač́ı odkaz na sd́ılený read-only dokument), kde se
bude malovat obrázek podobný tomu z Obr. 2 pro tKonc = 30. Daľśı obrázky slouž́ı jako inspirace. Vı́ce samozřejmě na
en.wikipedia.org/wiki/Double_pendulum.

Obr. 2. Hodnota úhlu v pro časy t = 5, 10, 20 znázorněná barvou. Na vodorvné ose je úhel u a na svislé úhel v z nichž je v
klidu dvojkyvadlo vypuštěno v čase t = 0. Vy máte nalézt obrázek pro t = 30. Obrázek ilustruje vznik oblasti počátečńıch

dat, kde neńı možno rozhodnout, jaké hodnoty bude nabývat v deľśıch časech stav systému (třeba právě úhel v).



Obr. 3. Hodnota úhlu v − 2kπ pro časy t = 5, 10, 20 znázorněná barvou. Hodnota k se voĺı tak, aby v − 2kπ ∈ (−π, π).

Obr. 4. Počet otočeńı spodńıho závaž́ı kolem svého závěsu. ( tedy v ∈ (−π, π)→ nv = 0, v ∈ (π, 3π)→ nv = 1, atd.)


